4. Plastiškumo teorijos pagrindai
4.1. Bendrieji teiginiai
Medžiagų plastinių savybių ir jų įtakos realioms struktūroms modeliavimas yra daug sudėtingesnis uždavinys, lyginant su tampriosiomis struktūromis. Didžioji dalis sunkumų atsiranda ne dėl diskretizavimo ar baigtinių elementų metodo realizacijos, bet aprašant fizines plastinių medžiagų priklausomybes.

Skirtingai nuo tamprumo, plastiškumas apibūdinamas kaip medžiagos savybė kaupti deformacijas pašalinus išorinį poveikį. Plastinio deformavimosi procesas yra negrįžtamas procesas, kurio negalima aprašyti vienareikšmėmis priklausomybėmis tarp statinių ir kinematinių būvio kintamųjų.

Apsiribosime geometriškai tiesine arba mažųjų deformacijų plastiškumo teorija. Statiniai būvio kintamieji pasirenkami tie patys kaip ir tampriame kūne, o kinematiniai būvio kintamieji priklauso nuo pasirinktos plastiškumo teorijos. Deformacinė plastiškumo teorija operuoja poslinkiais ir deformacijomis {u} ir {(}, tekėjimo teorijos - deformacijų ir poslinkių prieaugiais {du} ir {d(} ar net greičiais 
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. Kaip ir bet kokiam geometriškai tiesiniam kietajam deformuojam kūnui statikos ir geometrinės priklausomybės yra tiesinės ir nepriklauso nuo kūno savybių. 
Tuo tarpu plastinės savybės apibūdinamos naujomis fizinėmis priklausomybėmis. Esant vienaašiam būviui, medžiagos fizinės priklausomybės apibūdinamos diagrama (-(. 
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4.1 pav. Būdingos tampriai-plastinio deformavimo atvejai: 

a) bendras atvejis(netiesinis sustiprėjimas), b) tiesinis sustiprėjimas, c) idealus plastiškumas

Būdinga supaprastinta ir ištiesinta medžiagos diagrama pavaizduota 4.1 pav. Kreivė turi plastiškumo arba takumo ribą  σy, skiriančią  tampriąją ir plastinę dalis. 

Įtempimų plitimo kryptis yra labai svarbus plastiškumo veiksnys. Įprasta, kad įtempimų didėjimas (absoliučiais dydžiais) yra vadinamas tiesiog apkrovimu,o įtempimų mažėjimas – nusikrovimu. Apkrovimo metu išskiriamos tampri ir plastinė dalys, pasiekus takumo ribą, apkrovimas sukelia plastinį tekėjimą. Nukrovimo metu medžiagos darbas yra tamprus. 
Kontinualiajam kūnui fizinės savybės apibūdinamos plastiškumo kriterijais (takumo sąlygomis), tekėjimo dėsniu ir sustiprėjimo dėsniu. Šios priklausomybės išreiškiamos įtempimų ir deformacijų (deformacijų prieaugių ar greičiu) tenzoriais ar vektoriais.

4.2. Plastiškumo kriterijai
Plastinių deformacijų zonos įtempimų erdvėje apibrėžiamos takumo paviršiumi (keliais paviršiais):
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(4.1)

Jo fizikinė esmė, kad plastinės deformacijos pradeda kauptis medžiagoje, kai vidinės jėgos viršija medžiagos gebėjimą priešintis. Konkretūs kriterijai priklauso nuo medžiagų  savybių.

Esant vienam paviršiui,  f  yra skaliarinė takumo funkcija, kuri gali būti ir vektorius, {(} yra įtempimų vektorius (tenzorius), {(y} yra medžiagos plastiškumo rodiklių  vektorius. Takumo sąlyga išreiškia tam tikrą paviršių įtempimų erdvėje, kur {χ} - sustiprėjimo rodiklių vektorius, aprašantis šio paviršiaus pokyčius apkrovimo istorijos eigoje. Esant idealiam plastiškumui, {χ}={0}. 
Veikiant tik vienam įtempimui σ, takumo paviršius
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Čia (y yra plastiškumo pastovioji (takumo riba), atitinka ribą, gautą ašinio eksperimento metu. 
Plastiškumo teorijoje yra išnagrinėti keli plastiškumo kriterijai. Bendruoju atveju σ ir σy  gali reikšti įvairius dydžius. Apsiribosime vienu iš labiausiai ištirtų kriterijų – Mizeso takumo sąlyga, gerai atspindinčia metalų plastines savybes. Ji aprašoma skaliarine takumo funkcija f. Papildomai apsiribosime idealiu plastiškumu 
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Mizeso takumo atveju teigiama, kad plastinės deformacijos pradeda kauptis dėl kompleksinio kelių dedamųjų poveikio. Takumo paviršius (4.1) įgyja tokį pavidalą:
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(4.2) 
Čia (y yra plastiškumo pastovioji (takumo riba), atitinka ribą, gautą ašinio eksperimento metu, o dydis (i  yra Mizeso įtempimas proporcingas įtempimų intensyvumui, antrajam tenzoriaus invariantui. Tai energijos kriterijus. Matriciniu pavidalu (i yra įtempimų vektoriaus kvadratinė forma:
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(4.3) 
kur [(1] žinoma koeficientų matrica.

Dar galima pridurti, kad esant plokščiam įtempimų būviui, kur 
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o esant vienmačiam uždaviniui, kur 
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  b)

[image: image16.emf][image: image17.emf]
4.2 pav. Mizeso takumo paviršius svarbiausiųjų įtempimų erdvėje: 

a) trimatis, b) dvimatis

Medžiagos deformavimo kreivė gali būti aprašyta įvairiais vidinių jėgų rodikliais normaliniu, tangentiniu įtempimais ir atitinkamomis deformacijomis, gali priklausyti nuo deformavimo krypties, turėti anizotropiją, paviršius gali būti sudėtinė funkcija. Suteikus anizotropiją,  Mizeso kriterijus virsta Hillo kriterijumi.
Dalis medžiagų plastiškai teka dėl tangentinių įtempimų įtakos. Šis efektas aprašomas  maksimalių tangentinių įtempimų kriterijais.
	a)
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4.3 pav. Tampriai-plastinio deformavimo kreivės ir kintamieji: 

a) įtempimų intensyvumas, b) tangentiniai įtempimų 

Tresca kriterijus vaizduoja šešiakampį cilindrą
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(4.4)
Minėti kriterijai atspindi deviatoriaus dedamųjų įtaką ir priklauso tik nuo antrojo tenzoriaus invarianto. Pasekmė – hidrostatinis slėgis neturi įtakos.

Kiti kriterijai į tai atsižvelgia. Drukerio-Pragerio kriterijus (4.4 pav.)
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(4.5)

Minėti paviršiai yra toriniai ir atvyri. Eksperimentiškai įrodyta, kad jie yra uždari ir jiems uždedamos „kepurės‘‘.
[image: image22.emf]
4.4 pav. Drucker-Prager ir Mohr-Coulomb
takumo paviršiai svarbiausiųjų įtempimų erdvėje
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4.5 pav. Kepurės (CAP) modelis

4.3. Sustiprėjimo modeliai
Esant idealiam plastiškumui takumo paviršiai nekinta. Daugeliui medžiagų tai netinka. Kitą labai svarbią plastinio tekėjimo veiksnių grupę sudaro medžiagos sustiprėjimo modeliai ir jų rodikliai. Sustiprėjimas suprantamas kaip takumo paviršiaus kitimo dėsningumai deformavimo metu. Sustiprėjimui aprašyti vyrauja du modeliai – izotropinio ir kinematinio  sustiprėjimo modeliai. Tokio sustiprėjimo modeliai vienmačiu atveju yra aprašomi priklausomybėmis tarp įtempimų ir deformacijų 
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 ir 
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 ir parodyti 4.6 pav. 
[image: image26.wmf]
4.6 pav. Tampriosios plastinės medžiagos bitiesine diagrama vaizduojant sustiprėjimą
Esant sudėtingam įtempimų būviui, izotropinio sustiprėjimo modelis numato, kad takumo paviršiaus centras nejuda, o pats paviršius viršijus pradinę takumo ribą plečiasi proporcingai visomis kryptimis. Kinematinio sustiprėjimo modelis numato, kad paviršiaus geometrija nekinta, tačiau viršijus pradinę takumo ribą juda deformavimo kryptimi. Dvimačiai modeliai pateikti 4.7 pav.

a)




b)
[image: image27.emf]
4.7 pav. Tampriai- plastinio sustiprėjimo modeliai

a) izotropinis, b) kinematinis 

Esant sudėtingam įtempimų būviui ir sustiprėjimui, Mizeso takumo paviršius (4.2) ir (4.3)
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(4.6)
Čia {s} yra kinematinį sustiprėjimą apibūdinantys takumo paviršiaus postūmiai (centro postūmiai) priklausantys nuo kinematinio sustiprėjimo rodiklio χk . Savo ruožtu, šis rodiklis yra nuo apkrovimo istorijos priklausantis dydis
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C yra medžiagos konstanta.
 Plastiškumo pastovioji (takumo riba) (y  taip pat priklauso nuo apkrovimo istorijos, apibūdinamas izotropinio sustiprėjimo rodikliu χiz .

Papildomai apsiribojus  tik izotropiniu sustiprėjimo modeliu, kuris aprašomas vienu skaliariniu dydžiu χiz,  Mizeso takumo atveju takumo paviršius įgyja tokį pavidalą:
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(4.7) 
Egzistuoja keletas hipotezių koks fizikinis dydis lemia sustiprėjimą. Vienos  teorijos teigia, kad kaip sustiprėjimo rodiklis yra plastinių deformacijų dydis. 

Sudėtingesnės teigia, kad kaip sustiprėjimo rodiklis gali būti pasirinktas plastinio deformavimo metu atliktas darbas. Tokiu atveju
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(4.8)
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4.8 pav. Būdingos tampriai-plastinio deformavimo atvejai: 

a) bendras atvejis(netiesinis sustiprėjimas, b) tiesinis sustiprėjimas, c) idealus plastiškumas
Esant tiesiškai izotropiniam sustiprėjimui, takumo riba 
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(4.9)

Čia 
[image: image36.wmf]p
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 yra plastinis modulis, nusakomas plastinės diagramos dalies pasvirimo kampo tangentu.
Sudėtingesni sustiprėjimo modeliai apima sustiprėjimo anizotropiją, priklauso nuo deformavimo krypties, ir aprašomi sudėtingesniais plastinio deformavimo dėsningumais.
a)



b)
[image: image37.emf] [image: image38.emf] 

4.9 pav. Sudėtingesnių tampriai-plastinio deformavimo kreivių pavyzdžiai: 

a) politiesinis modelis, b) priklausomybė nuo deformavimo krypties

[image: image39.emf]
4.10 pav. Sudėtingo takumo paviršiaus pavyzdys 

4.4. Plastinio tekėjimo dėsnis
Takumo deformacijos apibrėžiamos tekėjimo dėsniu. Jis teigia, kad medžiaga turi plastinį potencialą  Q, kuris nusako plastinių deformacijų prieaugį tekėjimo metu:
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(4.10)

Čia ( yra proporcingumo koeficientas. 
 Matematiškai įrodoma, kad įtempimų erdvėje Q yra iškilas paviršius. 

Takumas vadinamas asocijuotu, jeigu potencialas sutampa su takumo paviršiumi



        (4.11)
o jei nesutampa - neasocijuotu.
Esant asocijuotam plastiniam tekėjimui, takumo paviršius įgyja energijos prasmę. Plastiškumo teorija įrodo, kad įtempimų 
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 erdvėje šis paviršius yra iškilas, o daugiklis 
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 išraiškoje negali būti neigiamas. Takumo paviršiaus gradientas 
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 yra nukreiptas normalės kryptimi ir gali būti panaudotas kaip apkrovimo krypties indikatorius.

Pasiekus takumo paviršių, apkrovimas sukelia plastinį tekėjimą, kur galioja sąlygos:
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(4.12a)
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Esant nusikrovimui,
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Geometrinė apkrovimo interpretacija dvimatėje įtempimų 
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 erdvėje pateikta 4.11 pav., o sąlygos (4.12a) ir (4.12b) yra panaudojamos kaip apkrovimo krypties indikatorius.
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4.11 pav. Apkrovimo geometrinė interpretacija
4.4. Tampriai-plastinis fizikinis  dėsnis
Naudojantis šiomis sąvokomis ir tekėjimo teorijos prielaidomis suformuluojamas fizinis dėsnis
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Čia 
[image: image53.wmf][
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 - tampri - plastinė fizinė medžiagos konstantų matrica. Tekėjimo metu bendroji deformacija susideda iš tamprios ir plastinės dedamųjų:
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Priėmus, kad tamprioji dedamoji yra tiesinė ir įstačius tampriosios (Hukas) ir plastinės (4.10) dedamųjų išraiškas, gaunama 
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Čia 
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Esant plastiniam tekėjimui,
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Įvedus žymėjimą:
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(4.17)
sąlygą (4.15) galima išreikšti matricine forma:
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(4.18)

o (4.10) ir (4.18) užrašyti kaip  vieną lygčių sistemą:
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(4.19)

Iš šios lygčių sistemos galima išeliminuoti skaliarinį daugiklį d(. Pirmąją lygtį dauginsime iš 
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(4.20)

Įstatome šią išraišką į antrąją lygtį (4.18)
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(4.21)

Iš čia išreiškiame d( 
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ir įstatome į pirmąją lygtį (4.13)
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 ir daugindami iš 
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tuo pačiu ir fizinę matricą:
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(4.22)

Čia matrica 
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yra liestinė fizinė matrica, įvertinanti plastinių deformacijų įtaką analogiškai netiesiškai tampriai medžiagai.

Fizinė matrica (4.22) įvertina daug įvairių veiksnių ir plastinių modelių, nagrinėjamų plastiškumo teorijos kurse. Priklausomai nuo plastinio tekėjimo pobūdžio, takumo paviršiaus, sustiprėjimo modelio apkrovimo krypties ir kitų mažiau reikšmingų veiksnių galima sudaryti nemažą skaičių tampriai plastinio deformavimo dėsnių.

Detaliau aptarsime kai kuriuos iš jų. Apsiribosime asocijuotu plastiniu tekėjimu (4.11), kur takumo paviršius sutapatinamas su plastiniu potencialu. Šiuo atveju fizinė matrica (4.22) aprašoma paprastesne išraiška:
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(4.23)
Apsiribosime izotropinio sustiprėjimo aptarimu esant Mizeso takumo kriterijui. Sustiprėjimą aprašantis  rodiklis matricoje  yra (4.17)
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Tiesinis izotropinis sustiprėjimas, jei sustiprėjimo rodikliu gali būti pasirinktas plastinio deformavimo metu atliktas darbas (4.8) 
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Įstačius plastinių deformacijų išraišką pagal tekėjimo dėsnį (4.10), šis rodiklis pertvarkomas 
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(4.24)

Įstačius 
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 į (4.17), nesunku pastebėti, kad sustiprėjimo rodiklis A nepriklauso nuo neapibrėžto skaliaro 
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(4.25)

Konkreti A, kaip ir fizinės matricos (4.22) išraiška priklauso nuo konkretaus takumo paviršiaus. 
Įstačius Mizeso takumo paviršių (4.2-3) 
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ir takumo ribą 
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Sustiprėjimo rodiklis 
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iš kur , takumo riba įgyja tokią išraišką
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(4.27)

Galutinai 
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Išdiferencijavus
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(4.28)

Įstačius (4.28) ir (4.26) į (4.25) gauname galutinį sustiprėjimo rodiklio A išraišką
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Natūralu, kad esant idealiam plastiškumui (4.8 c pav.),
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Atsižvelgiant į išraiškas (4.29) ir (4.26), fizinių konstantų matrica (4.22)
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(4.31)

Dar galima pridurti, kad esant  vienmačiam uždaviniui, kur 
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Žinant visas išraiškas galima suformuoti konkrečias fizinių konstantų matricos (4.31) išraiškas.
Drucker-Prager
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